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Algebra II. Examen VII

Ejercicio 1 (1 punto). Prueba, utilizando el algoritmo explicado en clase, que la

sucesion
3>3>22>222>22>22>2

es grafica y, utilizando dicho algoritmo, encuentra un grafo en que los grados de
sus vértices sean los términos de esa sucesion. Prueba que el grafo es plano y que
satisface el teorema de la caracteristica de Euler.

Ejercicio 2 (3 puntos). Se considera el grupo diédrico
Dy = (r,s|r?=s"=1, rs=sr®
(a) Calcula el orden de cada uno de los elementos de Dy.

(b) Calcula el nimero de subgrupos de Sylow de Dy y describelos.

(¢) iEs Dy resoluble? En caso afirmativo, calcula la longitud y los factores de
composicion de Dy.

(d) Demuestra que el centralizador de %, con i = 1,...,8, es el subgrupo (r).
(e) Calcula el centro de Dy.

(f) (Es normal el subgrupo H = (s) C Dy? En caso contrario, calcula su norma-
lizador en Dy.

(g) Consideremos el subgrupo N = (r® s) C Dy, prueba que N es isomorfo a Ds.
(h) ;Es N un subgrupo normal de Dgy?

Ejercicio 3 (2 puntos). Una presentacién del grupo abeliano A estd dada por:

122 + 18y + 62 =0
A=(z,y,2,t| 92 + 9y + 92 + 6t =0
6z + 9y + 27z 4+ 6t =0

(a) Calcula, de forma razonada, el rango (de la parte libre) y las descomposiciones
ciclica y ciclica primaria de A vy, si T(A) denota el grupo de torsién de A,
determina su longitud y sus factores de composicion.

(b) Clasifica, dando sus descomposiciones ciclica y ciclica primaria, todos los gru-
pos abelianos cuyo orden sea el orden de T(A) e identifica cuél de ellos es
justamente T'(A).

Ejercicio 4 (2 puntos). Sea G un grupo de orden 28.

(a) Razona que G es el producto semidirecto Pr x P, con P; y P, un 7-subgrupo
y un 2-subgrupo de Sylow de G, respectivamente.

(b) Razona que si G tiene un elemento de orden 4, entonces hay exactamente dos
productos semidirectos (no isomorfos) P; x P5: uno de ellos abeliano y el otro
no abeliano, da una presentacion de este ultimo.
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(¢) Concluye que hay sélo 4 grupos de orden 28, dos abelianos y dos no abelianos.
Da las descomposiciones ciclicas de los abelianos y presentaciones de los no
abelianos.

Ejercicio 5 (2 puntos). Demuestra el Teorema de Cauchy. Concluye que, si G es
finito, entonces GG es un p-grupo si y sélo si su orden es una potencia de p.
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Ejercicio 1 (1 punto). Prueba, utilizando el algoritmo explicado en clase, que la
sucesion
3232222222222

es grafica y, utilizando dicho algoritmo, encuentra un grafo en que los grados de
sus vértices sean los términos de esa sucesion. Prueba que el grafo es plano y que
satisface el teorema de la caracteristica de Euler.

Aplicamos el Algoritmo de Havel-Hakimi, y posteriormente construimos el grafo
correspondiente, que se muestra en la Figura 1.

3 3 2 2 2 2 2| Eliminamos el 3 y restamos uno a los 3 términos siguientes
2 1 1 2 2 2| Reordenamos los términos

2 2 2 2 1 1| Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes
1 1 2 1 1| Reordenamos los términos

2 1 1 1 1| Eliminamos el 2 y restamos uno a los 2 términos siguientes
0 0 1 1| Reordenamos los términos

1 1 0 0] Eliminamos el 1 y restamos uno al término siguiente
0 0 0| Obtenemos una sucesién grafica

Por el Teorema de Havel-Hakimi, la sucesion de partida
3232222222222

es grafica. Reconstruimos el grafo anadiendo un vértice y las correspondientes aristas
en cada paso.

"

e
el
e

Figura 1: Grafo Correspondiente a la Sucesion Gréafica 3 >3>2>2>2>22>2
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Como vemos, el grafo es plano, puesto que se da una representacion en la que
no se cruzan las aristas. Por tltimo, verificar la caracteristica de Euler significa que
v —a+ ¢ = 2, es decir, la suma del niimero de vértices menos el nimero de aristas
mas el nimero de caras debe ser igual a 2. Tenemos v = 7 vértices, a = 8 aristas, y
¢ = 3 caras (dos interiores, y la cara exterior), por lo que

v—a+c=T7T—-8+3=2
y se verifica la caracteristica de Euler, como se pedia comprobar.
Ejercicio 2 (3 puntos). Se considera el grupo diédrico
Dy = (r,s|r’=s"=1, rs =sr®

(a) Calcula el orden de cada uno de los elementos de Dy.

En primer lugar, por el Teorema de Lagrange, vemos que

r € Dy = O(z) | |Do| =18 = O(x) € {1,2,3,6,9,18}

Ahora, antes de hallar el orden de cada elemento, probamos que

O(sr'y=2 Vie{l,...,9}

Basta comprobar que

donde en (x) se ha usado que sr' = r~'s; Vi € {1,...,9}, y en (*x) se ha
usado que s = 1. Como sr' # 1 Vi€ {1,...,9}, tenemos que

O(sr'y=2 Vie{l,...,9}
Con lo anterior, ya podemos calcular el orden de cada elemento de Dy:

» O(x) # 18 Va € Dy, ya que en caso contrario habria un elemento de
orden 18, lo cual implicaria que Dy es ciclico, luego abeliano, cosa que
sabemos que es falsa.

» O(z) =1 <= z=1
» O(z) =2 < z=sr" Vie{l,...,9}.
» O(r) €{3,6,9} < z=1r" Vie{l,...,9}.

» Hallamos el orden de cada r:

o) = —2 :j{O&)_gze{Lz&aza

med(9, 1) O(r'y=3 1€ {3,6}
Vemos que no hay elementos de orden 6 en Dy.

7
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(b) Calcula el nimero de subgrupos de Sylow de Dy y describelos.

Factorizamos
|Dy| =18 = 2. 32

Por el Primer Teorema de Sylow, tenemos garantizada la existencia de 2-
subgrupos y 3-subgrupos de Sylow en Dy. Vamos a obtenerlos:

= 3-subgrupos de Sylow. Sea ng3 el nimero de 3-subgrupos de Sylow en Dy.
Por el Segundo Teorema de Sylow, tenemos que

ny|2 A ng=1 méd3 = n3=1

Hay un tnico 3-subgrupo de Sylow, pongamos P3, que ademas, por ser el
tinico 3-subgrupo de Sylow, sera normal, P3 <1 Dy, y |P3| = 3% = 9, lue-
go, por el Corolario del Teorema de Burnside, serd abeliano (tiene orden

cuadrado de un primo). Veamos ahora dos opciones para justificar que
P3 = <T>

Opcién 1. Debe ser P; = (r) = (g porque los tnicos 9 elementos de Dy
que forman un grupo abeliano son los generados por las potencias de
r. Ademds, P3 es un 3-grupo, y como hemos visto en el apartado a)
los tinicos elementos de 6rdenes potencias de 3, (1,3,9), en Dy son
las rotaciones i € {1,...,9}.

Opcién 2. Como Pj es el tnico 3-subgrupo de Sylow, y |(r)| = 9 = | P,
necesariamente debe ser P3 = (r) = Cy.

= 2-subgrupos de Sylow. Sea ns el nimero de 2-subgrupos de Sylow en Dy.
Por el Segundo Teorema de Sylow, tenemos que

n2 |9 A ny=1 méd 2= ny € {1,3,9}

Ahora, si P, es un 2-subgrupo de Sylow, entonces |P2| = 2. En particular
P, es ciclico, luego abeliano. Recordando que en el apartado a) habiamos
probado que O(x) = 2 <= 1z = sr' Vi € {1,...,9}, y teniendo en
cuenta que sr® # sr? Vi # j i,j5 € {1,...,9}, entonces, cada (sr’) es
un 2-subgrupo de Sylow distinto, y por tanto, tenemos que ny, = 9, y no
puede haber mas 2-subgrupos de Sylow, por lo recién encontrado con el
Segundo Teorema de Sylow. Asi pues, hay nueve 2-subgrupos de Sylow,
y cada uno es de la forma (sr®) i€ {1,...,9}.



Algebra II. Examen VII

()

i.Es Dy resoluble? En caso afirmativo, calcula la longitud y los factores de
composicion de Dy.

En el apartado b) hemos visto que P; era el tinico 3-subgrupo de Sylow, y que,
por tanto, era normal en Dy, P; < Dy. También, hemos visto que Py = (r) =
Cy, luego Pj es ciclico, luego abeliano. En particular, todos sus subgrupos seran
normales. Usaremos la Caracterizacion de las Series de Composicién, que nos
dice que una serie normal es de composicion y si y solo si sus factores son
grupos simples. También usaremos la Caracterizacién de Grupos Resolubles
Para Grupos Finitos. Concretamente, GG es resoluble si y solo si los factores
de composicion de G son ciclicos de orden primo. Teniendo en cuenta que
Py > (r3), y que (r3) = {1,r3,r°} = Cj, construimos la siguiente serie normal:

2 3 3
DQDP3><T3>I>{1}

Como vemos, cada factor Dy/P3 = Cy, P3/(r3) = Cy, vy (r3)/{1} = C3 es
ciclico de orden primo, luego, por la Caracterizacion de los Grupos Abelianos
Simples, cada factor es un grupo abeliano y simple. En particular todos los
factores son grupos simples, y por la Caracterizacién de las Series de Com-
posicién, la serie normal es de composicién. Ademds, como todos los factores
de composicién de Dy son ciclicos de orden primo, por la Caracterizacion de
Grupos Resolubles, Dy es resoluble.

La longitud de la serie de composicion es 3, y los factores de composicion de
Dy son Cy, Cy y (.

Demuestra que el centralizador de %, con i = 1,...,8, es el subgrupo (r).
Por definicién, el centralizador en Dy de r' es, para cada i € {1,...,8}, el
siguiente

Cp,(r') ={x € Dy : 27" = r'z}
Vamos a probar que Cp,(r") = (r) por doble contenido.
D) Sea x € {r) = x = 1/ para cierto j € {1,...,9}. Entonces
Pt = pit = ¢ = il —= 1 € Cp, (1)

C) Sea x € Cp,(r') para un i € {1,...,8} fijo. Distinguimos en funcién
de la forma de los elementos de Dy. Si € Dy, puede ser x = r* con

ke{l,...,9},0x =srf conke{l,...,9}.

e Siz=rFconke{l,...,9}, entonces z € (r), y ya hemos terminado

este caso.

e Vamos ahora a llegar a contradicciéon con que x € Cp, (r?) si x = srk,

con k € {1,...,9}. Por reduccién al absurdo, supongamos que 3z =
sr¥ € Cp,(r"). Entonces por estar x en el centralizador se verifica que
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(s%)(r") = (r)(sr*). Recordando que s/ = r~Js Vj € {1,...,9},
vemos que

k

(srF)pi = srk+i = y—(k+i) g
s =ik

ri(srk) = rir-
[gualando ambas expresiones, se obtiene

k+i)

peri)g — k) g () ik B k) ) ey 2

donde en (1) se ha multiplicado por la derecha en ambos miembros
de la igualdad por s, y se ha usado que s> = 1, y en (2) se ha hecho
lo mismo, pero con r*+%.

Ahora, como O(r) = 9, necesariamente debe ser 9 | 2i, para algun

i€ {l,...,8}, pero como ademdas mcd(9,2) = 1, debe ser 9 | ¢, con
i € {1,...,8}. Contradiccién que viene de suponer que 3z = sr* €
CD9 (’f’l).
Como i era fijo, pero arbitrario, concluimos que Cp,(r’) = (r) para cada
ie{l,...,8).

(e) Calcula el centro de Dy.

Por definicién, el centro de Dy es

Z(Dg) ={x € Dy :xy=yx Yy € Do}

Sabemos que Z(Dy) < Dy (ademds es normal), luego {1} C Z(Dy). Veamos
ahora que Z(Dy) C {1}, siguiendo un razonamiento similar al que se ha hecho
en el apartado d), pero encontrando contraejemplos.

» Siz=sr*conk € {l,...,9}, entonces, si & € Z(Dy), en particular x
conmutaria con 7, pero:

k1 k1)

(sr™)r = srh T = r(

r(srf) = r(r~Fs) = rl7Fs

Igual que en el apartado d)
o DR BV ) b JRRD) ] ey 2 =

Cosa que sabemos que es falsa. Por tanto, x ¢ Z(Dy).

» Siz=7r"conk € {1,...,9}, entonces, si € Z(Dy), en particular, x
conmutaria con s, luego r*s = sr¥, pero, por otro lado, sabemos que
sr* = r=Fs, por lo que, igualando ambas expresiones de sr¥, llegamos a
que:

k k k k k

rfs=srf =rFs «—= PP =rF —= k=1

Aplicando el mismo argumento que en el apartado d), 9 | 2k A med(9,2) =
1= 9]k, conk € {1,...,9}. Necesariamente entonces k =9, y x = ¥ =
1.

10
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Concluimos entonces que Z(Dg) = {1}. Nétese que si Dg fuera un p-grupo,
por el Teorema de Burnside, Z(Dy) serfa no trivial.

¢ Es normal el subgrupo H = (s) C Do? En caso contrario, calcula su norma-
lizador en Dy.

Usando la caracterizacién de los subgrupos normales, H < Dy <= Vh €
H.Nv € Dy = vha~! € H. Tomando s =h € H,y r = 2 € Dy, vemos que

rsr P =rsr® =rr s =r""s=sr"¢ H=(s) ={l,s}

Por lo tanto, H no es normal en Dy. Por definicién, su normalizador es

Np,(H) o {r€Dg:2H =Hzr}={x € Dy:2Hax ' = H}

Sabemos que el normalizador se caracteriza como el mayor subgrupo (en este
caso de Dy) en el que H es normal. Asi, z € Np,(H) <= VYhe H,3h' € H :
zha™t =1

Basta comprobar la conjugacion para los dos generadores de Dg, r v 5. Como la
conjugacion preserva 6rdenes, y O(s) = 2, entonces zsz™! = s <= xs = sz.
Distinguimos entre los dos posibles tipos de elementos de Dy, como venimos
haciendo hasta ahora.

» Siz=r*conke{l,. . . 9}, entonces

ks =srt =r7s —=r*=1=9|2k=9|k
lo cual implica que k = 9, y entonces z = r? = 1. Asi, 1 € Np,(H), y
r* & Np,(H) para cada k € {1,...,8}.

» Siz=sr*conke{l,. .. 9}, entonces

k k 2k 1

(s7)s = s(s1%) <= (sr")s =1" <= (rFs)s =1 = r?* =

lo que implica que 9 | 2k = 9 | k = k =9, de donde z = sr = s. Asi,
s € Np,(H), y vemos que, junto con el neutro, no hay més elementos en
Np,(H), por lo que concluimos que Np,(H) = H = (s) = {1, s}

Consideremos el subgrupo N = (r® s) C Dy, prueba que N es isomorfo a Ds.

Vemos que los elementos de N serdn de la forma r* 4 € {1,...,9}, o bien
s34 e {1,...,9}. Como por el apartado a) sabemos que O(r®) = 3, entonces
|(r3)] = 3,y (r*) = {1,7%,7%}. Ahora, anadiéndole el generador s, tenemos los
otros 3 elementos, y podemos dar N por extensién: N = {1,73,r5 s sr3 srf}
Como sr® # sri Vi # j, 1,5 € {1,...,9}, también serd sr3’ # sr¥ puesto
que 3i # 3j <= i # j, entonces los tres elementos s, sr3, s son distintos,
por lo que |[N| = 6 = 23 = |D3|. Ahora, veamos dos opciones para probar

que N = Ds.

11
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Opcidén 1. Aplicar el Teorema de Dyck. De esta manera, se podra encontrar
un homomorfismo f : N — Ds. Para ello, veamos que 72 y s verifican las

relaciones de r y s en D3, que son 72 =1, s> =1y rs = sr~! = sr2.
(PP =1"=1
s2=1

Ps=sr?) =5 =r% = P =rC=r3 3 =0H1.rH =1
Donde hemos usado que O(r®) = 1 en Ds para la primera y tercera
relacion. Asi pues, por el Teorema de Dyck, existe un homomorfismo
f: N — Ds de tal manera que f(r®) =r € D3y f(s) = s € D3. Como
D3 = (r,s), [ es un epimorfismo y como |N| = |D3| = 6, entonces f serd
un isomorfismo, luego N = Ds.

Opcidén 2. Usar la teoria general de clasificacién de grupos finitos. Sabemos
que el tnico grupo no abeliano de orden 6 (salvo isomorfismo), es Dj.
Ahora, también sabemos que N es un grupo. Vemos que no es abeliano
pues, tomando sr® € N, este no conmuta con s € N pues

3 -3 3

(sr%)s =s(sr’) =1° = (rPs)s=r3 =1 = =1

donde en la tltima equivalencia se ha multiplicado por (r3)™! =% en N.

Como O(r3) = 3, vemos que (s7r3)s # s(sr?). Tenemos entonces que N es
un grupo no abeliano de orden 6, luego necesariamente debe ser N = Ds.

(h) ¢(Es N un subgrupo normal de Dgy?

Usando nuevamente la caracterizacién de subgrupo normal de un grupo, se
tiene que N < Dy <= VYn € N,Vx € Dy = znz~! € N. Tomando
s=ne&N,yr=ux¢& Dy, vemos que

rsrt = (sr¥)rt=sr" ¢ N

porque s’ € N <= i€ {3,6,9}. Como i =7, rsr~' ¢ N, luego N no es un
subgrupo normal de Dy.

12
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Ejercicio 3 (2 puntos). Una presentacién del grupo abeliano A estd dada por:

122 4+ 18y + 6z =0
A=( z,y,2,t| 92 + 9y + 9z 4+ 6t =0
6x + 9y + 27z 4+ 6t =0

(a) Calcula, de forma razonada, el rango (de la parte libre) y las descomposicio-
nes ciclica y ciclica primaria de Ay, si T(A) denota el grupo de torsién de A,
determina su longitud y sus factores de composicion.

12 18 6 0
La matriz de relacioneses M = | 9 9 9 6| = (myj)1<i<3

6 9 27 6 1<j<4
Como med((m;;)1<i<3) = med(12,18,6,0,9,27) = 3, buscamos que

1<5<4

myip=3 A mlj:0 AN mip=0, 4,7>1

12 18 6 0 6 9 27 6 6 9 271 6
9 9 9 6|25 9 9 9 6| 25 (30 —18 0o | 225
6 9 27 6 12 18 6 0/ " \o 0 —48 —12

18 0 30 0 0 30 0 0
69276%69636%09636
0 0 —48 —12 0 0 —48 —12 0 0 —48 —12

Ahora como med((m;;)2<i<3) = med(9, 63, 6,0, —48, —12) = 3, buscamos que
2<<4

Moy =3 A mgj:() N mQ:O, i,j>2

30 0 30 0 30 0
09 63 6 |20 3 63 6 | 2203 63 6 | L2
0 0 —48 —12 0 12 —48 —12 0 0 —300 —36) <2

30 0 0

03 0 0

0 0 —300 —36

Por ultimo, vemos que med((m;;)3<i<3) = med(—300, —36) = 12, buscamos

3<j<4
que ms3 = 12 y que mgy =0
30 0 0 30 0 0 30 0
03 0 o | =103 0 o) &N 103 0 o] &3
00 —300 —36 0 0 300 36 00 12 36
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30 0 0
03 0 0
0 0 12 0

De esta manera, como tenemos 4 generadores, y el rango de la matriz es r = 3,
tendremos que

A3 Pl L DT 2L DLy ® Ly & Lo

La descomposicién ciclica de A es

C3® C5 @ Ch

y la descomposicién ciclica primaria de A es

C30Csd 030 Cy

El rango de la parte libre es 1, y su grupo de torsién es:
T(A) gZ369Z3€9Z12 gZ?,EBZgEB (Z3®Z4)

con |T(A)| =3-3-12 =108 = 23 . 35,

Ahora, hallamos la longitud y los factores de composicién de T'(A). Para ello,
usaremos que, dado un grupo, una serie normal es de composicion si, y solo
si, sus factores son grupos simples, y que un grupo es abeliano y simple si, y
sOlo si, es de orden primo. Ademads, usaremos que todo subgrupo de un grupo
abeliano es un subgrupo normal.

Definimos:
a) Go=T(A) 2 Zs S L3 D L3 ® ZLs
b) Gi =724 ® L3 ® Zs
c) G Z4 D Zs
d) G
e) G4 = 2Z4 >~ 7o

f) G5 ={0}

Cada cociente Gy_1 /Gy es abeliano y simple para k € {1,2,3}, porque es de
orden primo 3, y para k € {4,5}, igual, pero siendo el orden primo 2.

Por construccion, tenemos la siguiente serie de composicion:

3 3 3 2 2
GODGlDGQDG3I>G4[>G5:{O}

De esta manera, la longitud de composicién es 5.

14



Algebra II. Examen VII

(b) Clasifica, dando sus descomposiciones ciclica y ciclica primaria, todos los gru-
pos abelianos cuyo orden sea el orden de T'(A) e identifica cudl de ellos es
justamente T'(A).

Sea G un grupo abeliano, verificando que |G| = |T(A)| = 108 = 22 . 33.

Clasificamos:
Divisores elementales | desc. ciclica primaria | factores invariantes | desc. ciclica
{22, 33} C4 @ 027 dl = 22 . 33 - 108 0108
dp =2%-32=36
{22,3,3%} Cy ® C3 @ Cy ! dr — 3 Cs6 @ Cf
y =
d =2%-3=12
{22,3,3,3} Ci®CsDC3DCh dy =3 Cro®C3® Cs
d3 == 3
d=2-33=54
{2,2,3% Co @ Cy @ Cyy ! do — 9 Css @ Cy
y =
d =2-3>=18
{2,2,3,32} Co®Cr®C30Cy L. Cis ® Cg
dy=2-3=6
d=2-3=6
{2,2,3,3,3} CopCodCsdC3p Cs do=2-3=6 Co ® Cs @ (s
d3 = 3

Por medio de los factores invariantes, vemos que el grupo que coincide con T'(A)
es el que tiene factores invariantes (3, 3, 12), que seria el resultante de conside-
rar como divisores elementales, segin la clasificacién anterior, {2%,3,3, 3}, es
decir:

TA) = Cr®C30C3=C30C3 @ Chy
Ejercicio 4 (2 puntos). Sea G un grupo de orden 28.
(a) Razona que G es el producto semidirecto P; x P, con P; y P, un 7-subgrupo

y un 2-subgrupo de Sylow de G, respectivamente.

Como |G| = 28 = 2% 7, por el Primer Teorema de Sylow tenemos garantizada
la existencia de 2-subgrupos de Sylow y 7-subgrupos de Sylow en G. Sea ny;
el nimero de 7-subgrupos de Sylow que hay en GG. Entonces, por el Segundo
Teorema de Sylow, tenemos que

ny|l4 AN ny=1 méd7 = n; =1

Hay un tnico 7-subgrupo de Sylow, pongamos P-, que ademés, por ser el tinico
7-subgrupo de Sylow, serd normal, P; << G con |P;| = 7.

Ahora, consideramos un 2-subgrupo de Sylow, P,. Buscamos aplicar la Pro-
piedad Universal del Producto Semidirecto. Primero, veamos por reduccién al

absurdo que P,N P, = {1}. Si P, N P; # {1} = Jz € P, N P; tal que x # 1.
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Entonces, por el Teorema de Lagrange, O(z) | || =4 A O(x) | |P7| =T,
por lo que O(z) € {1,2,4} N{1,7} = O(z) =1 <= =z = 1, contradiccién
que viene de suponer que P, N P; # {1}. Asi, debe ser P, N P; = {1}. Ahora,
por el Segundo Teorema de Isomorfia:

P, PP

| P Pr|
S = 2y 7 —9g— @
BPnNP; P ‘ ’

PP

— |P2P7‘

de esta manera, P,P; = G, y como P; < GG, entonces G es el producto semidi-
recto de P; y P, es decir, G = P; x Ps.

Razona que si G tiene un elemento de orden 4, entonces hay exactamente dos
productos semidirectos (no isomorfos) P; x P5: uno de ellos abeliano y el otro
no abeliano, da una presentacion de este ultimo.

Sea y € G, con O(y) = 4. Entonces, por el Teorema de Lagrange, O(y) | |G/,
y vemos que [(y)| = 4 = ||, por lo que (y) es un 2-subgrupo de Sylow, y
ademas (y) = Cy. Consideramos (y) = P», asi como P; = C7. Ahora, buscamos
homomorfismos 0 : Cy — Aut(C5). Primero veamos los generadores de C. Sea
a € C7 tal que (a) = C7. Como ¢(7) = 6, habré 6 generadores, que son aquellos
coprimos con 7, es decir:

(a"y i€{l,... 6}

Para cada i € {1,...,6}, definimos entonces el automorfismo

pi: (@) — (a)
a — a

Ahora, hay que ver cuéles de entre todos estos son automorfismos vélidos. Tra-
bajamos con i € {1,...,6} fijo, y vemos que dado que O(y) =4 = O(0(y)) |
4= 0(0(y)) € {1,2,4}

Veamos que O(0(y)) # 4. Como 6(y) € Aut(C7) = O(0(y)) | |Aut(Cr)| = 6.
Por tanto, tenemos que O(A(y)) |4 A O(0(y)) | 6 = O(0(y)) | med(4,6) =
2. Asi, O(0(y)) € {1,2}. Distinguimos en funcién de estos dos valores.

» Si O(A(y)) = 1, entonces 0(y) = 1, y por tanto, 6 es el homomorfismo
trivial, y G = P; x P, que es abeliano, por ser producto directo de abelia-
nos (P; & Cy, luego ciclico, luego abeliano, y P, tiene orden cuadrado de
un primo, luego, por el Corolario del Teorema de Burnside, es abeliano).

» Si O(8(y)) = 2, hay que comprobar cudles son los automorfismos que
tienen orden 2:

(w0 @i)(a) = @i(pi(a)) = wi(a’) = (a')' = a™" =a
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Ahora, O(g;) =2 <= " =a < *=1 méd7 < i€ {1,6}.
Como O(f(y)) # 1 = i # 1, luego i = 6 necesariamente, y el tnico
automorfismo valido seria ¢g. Por tanto:

yay ' = wela) = =at'=ya=aly

Asi pues, obtenemos que G es isomorfo a un grupo no abeliano con la
siguiente presentacion G = (a,y : a” = 1,9y* = 1,ya = a~ly).

(¢) Concluye que hay sélo 4 grupos de orden 28, dos abelianos y dos no abelianos.
Da las descomposiciones ciclicas de los abelianos y presentaciones de los no
abelianos.

Como |G| = 28 = 22 -7, y hemos visto en el apartado a) que G = P; x1 Py, los
posibles isomorfismos a grupos abelianos o no abelianos vendran determinados
por el homomorfismo que se tome, y de a quién sea isomorfo P,. Como | P,| = 4,
hay dos posibles isomorfismos que son P, = Cy 0 P, =2 Cy x Cy = Vbs
(nétese que ambos isomorfismos son distintos, puesto que Cj es ciclico, y V@
no). También hemos visto en el apartado b) que los tinicos homomorfismos
véalidos eran aquellos que llegaban a los automorfismos ¢; (el trivial), o g
(el no trivial). Con esto, distinguimos, en primer lugar, si se toma la accién
trivial o no, y, en caso de no tomarse, del isomorfismo que se tome de P».
Recordemos que dado un grupo G y un conjunto no vacio X, dar una accién
de G sobre X equivale a dar un homomorfismo de grupos de G en Perm(X)
(este homomorfismo es la representacién de G por permutaciones).

= Si se toma la accién trivial, entonces G = P; X P, y como P; = (5
y P, = (4, entonces G es abeliano, por ser producto directo de grupos
ciclicos, luego abelianos. Clasificamos como en el apartado b) del ejercicio

3:
Divisores elementales | desc. ciclica primaria | factores invariantes | desc. ciclica
{22, 7} 04 D 07 dl = 22 -7 =28 Ogg
di=2-T=14
{2,2,7} CodCyd Cy ! dy =2 Cis @ Cy

» En caso de no tomar la accién trivial, distinguimos segun los isomorfismos
de P; que se tomen, P, = Cy 0 Py, =2 Vs,

e Si P, = (4, entonces, por el apartado b), G es isomorfo a un grupo
no abeliano con la presentacion siguiente

G={a,y:a" =1Ly ' =lLya=a'y)

e Si P, = (y x Cy = V¥ recordamos que V' se puede presentar
como V% = (b c:b? = c® = 1,bc = cb) = {1,b, ¢, bc} Sabemos que
paran > 3, si 0 : Cy — Aut(C,), dado por 8(y)(z) =2~ Vy e Cy,
Vx € C,,, entonces C,, Xy Cy = D,,. Este homomorfismo coincide con
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el homomorfismo 6 : P, — Aut(C7), que llega al automorfismo ¢g, y
entonces G = P7 X Py = 07 ><19<02 X CQ) = (07 ><]902) X 02 = D7 X 02,
de tal manera que G no es abeliano, por no serlo D.

La presentacion de este tltimo grupo no abeliano sera entonces
G2 {a,bc:a"=1,0"=c=1bab"" =a ", algo)

Como 6 : V9 — Aut(Cy), entonces Im(6) = (pg), v ya hemos visto
que O(pg) = 2 en el apartado b), por lo que |(pg)| = 2, y entonces,
por el Primer Teorema de Isomorfia:

Vabs ‘Vabs’ B 4

=~ Tm(f) = ker 0| = =-=2
ker 0 m(f) = ¢y = [kerf) |Cy| 2

Ahora, tomando b, ¢ € V% los dos generadores, hay cuatro posibili-
dades para el par (6(b),0(c)):
o Si f(b) = O(c) = ¢1, estamos en el caso de la accién trivial, ya
estudiado.
o Si 0(b) = s, entonces Im(#) = (0(b)), y entonces 0(c) = ¢,
luego ker(f) = (c). En tal caso, como

ker = {h eV :0(h)=p} ={h eV :0(h)(k) =k Vke P} =

={he V™ hkh™* =k Vke P}

por estar ¢ € ker 6, tomando a € P, se tiene que cac™! = a <=

ca = ac <= |[c,a] = 1. Por la presentacién de V% ya sabemos
que bc = ¢b luego [b, c] = [c,b] = 1, y obtenemos la presentacion
final del ultimo grupo no abeliano.

G=={abc:a"=1,0>=c*=1,bab™* =a*',[c,a] = [c,b] = 1)

o Si 0(c) = g, entonces Im(0) = (A(c)), y entonces 6(b) = ¢,
luego ker(f) = (b), y el resultado que se obtendria seria el mismo
que en el caso anterior cambiando los papeles de b con los de c.

o Sif(b) =0(c) = g, entonces
0(be) = 0(b)0(c) = g5 = 1

donde en la primera igualdad se ha usado que € es un homomor-
fismo, y en la tercera que O(pg) = 2. Entonces, ker(0) = (bc), y
Im(0) = (pg) Definiendo ¢ = bc y b’ = b como nuevos generado-
res, comprobamos que cumplen todas las relaciones: O(V) = 2,
pues ' = b,y O(b) = 2. O(c) = 2, pues

()? = () () = (be)(be) = beeh = be?b = b* = 1

donde se han usado las relaciones de V5.
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Como O(V') = 0(b) = s, se sigue cumpliendo que b'a(b')™t = a .

También se verifica que
da(d)™' = (be)a(be) ™ = (be)alc b)) = b(cac™ )bt = bla ! =
=(ab™H ' =(aH) =0
Vemos por dltimo que [V, ¢'] = 1, pues
b'd =b(be) = c
A = (be)b = (ch)b = ¢

donde en la penultima igualdad se ha usado la relacién de V.
En definitiva, la presentacion resultante es la misma pero con
otros nombres:

G={(a,b,d:a" =1,10) =) =1,0)al) ' =a?[d,a =[c,b]=1)
Ejercicio 5 (2 puntos). Demuestra el Teorema de Cauchy. Concluye que, si G es

finito, entonces G es un p-grupo si y soélo si su orden es una potencia de p.

Observacion. Si desea encontrar una demostracion mas detallada de este teorema,
puede consultar el Temario o las Relaciones de la asignatura de Algebra II.
Primero definimos qué es un p-grupo.

Definicién 0.1 (p-grupo). Si p es un nimero primo, un grupo G se dice que es un
p-grupo si todo elemento de G distinto del neutro tiene orden una potencia de p. Si
G es un grupo, diremos que H < G es un p-subgrupo si H es un p-grupo.

Necesitaremos el siguiente lema para la demostracion:

Lema 0.1 (Relacién Entre los Conjuntos Notables Orb y Stab de un G-conjunto).
Sea G un grupo finito que actia sobre X, entonces para cada x € X, Orb(x) es un
conjunto finito y:

|Orb(z)| = |G : Stabg(z)]

En particular, el cardinal de la orbita es un divisor del orden de G.

Ahora enunciamos y demostramos el Teorema de Cauchy.
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Teorema 0.2 (Teorema de Cauchy). Si G' es un grupo finito, y p es un primo que
divide a |G|, entonces G tiene un elemento de orden p, y, por tanto, tendrd un
p-subgrupo de orden p.

Demostracion. Consideramos:
X ={(a1,...,ap) €G?ra1---a, =1}

Si |G| = n, entonces X = nP~! ya que elegimos libremente las p — 1 primeras
coordenadas (variacién con repeticion):

ai,...,ap—1 € G arbitrarios
Y la tultima viene condicionada por:
-1
a, = (a1,...,ap_1)

Sea ahora 0 = (12 --- p) € S,. Consideramos H = (o) = {1,0,...,077'} C S,.
Consideramos también la acciéon ac: H x X — X:

ac(ak,(al,...,ap)):(agk(l),...,agk(p)) V(al,...,ap) EX, Vak e H
En efecto, es una accién, pues:

» Tomando como neutro 1 = ¢, tenemos que, para r = (ay,... ,ap) € X arbi-
trario:

ac(a®, (ay,. .., a,)) = (Ago(1ys - - -5 Go0(p)) = (a1, ..., ap)

que es la identidad de X.

» Si tenemos o*, 0! € H, es decir, k,I € {0,...,p — 1} arbitrarios, y = =

(ay,...,a,) € X, entonces:
CLC(O'kO'l, x) = GC(O'kJrl, x) = (CLUk-H(l), . ,Clgk+l(p)> = (aok(gl(l)), Ce ,agk(gl(p))) =
= ac(c”, (a,(1)s - - -+ Api(p)) = ac(o®, ac(c', z))

Por el Lema 0.1, tenemos que:

|H|

=— — Vze X
Stabu(2)]

|Orb(z)| = [H : Staby(z)]

De donde tenemos que |Orb(ay, ..., a,)| es un divisor de H V(ay,...,a,) € X. En
dicho caso, |Orb(ay, ..., a,)| € {1,p}, por ser |H| = p (y ser p primo). Por tanto, las
orbitas de un elemento seran unitarias o bien tendran cardinal p.

Asi, sean r el nimero de érbitas con un elemento, y s el nimero de érbitas con
p elementos, entonces (con |I'| = s):

= x| = [Fix(X)] + 3 [0rb(y)] = 7+ 3 p =1+ sp

yel’ yel
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Veamos ahora c6mo son los elementos de Orb(ay, ..., a,):

k

Orb(ay,...,a,) ={7 (a1,...,a,) : k€{0,....p—1}} =

{(ay,...,a,),(az,...,ap,a1),...,(ap,a1,...,ap-1)}
Por tanto, la érbita sera unitaria si, y sélo si, a; = --- = a,. Ademas, sabemos de
la existencia de drbitas con un elemento (r > 1), como Orb(1,...,1). Busquemos

1

mas: por hipétesis, pin, y ademds r = n?~! — sp, de donde p|r, luego r > 2, ya que

lo divide un primo.

En conclusién, Ja € G\ {1} de forma que Orb(a,...,a) es unitaria, de donde
a? = 1, luego O(a)|p, y sabemos que O(a) # 1 (porque O(a) =1 <= a =1,y
a € G\ {1}). Asi pues, debe ser O(a) = p.

Finalmente, sea € (a) \ {1}, tenemos entonces que 1 # O(z)|p, por lo que
O(z) = p, y tenemos consecuentemente que todo elemento del subgrupo (a) es de
orden p. En definitiva, (a) es un p-subgrupo de G de orden p, como queriamos
probar. O]

Ahora, concluimos que, si G es finito, entonces GG es un p-grupo si y sélo si su
orden es una potencia de p. Lo enunciamos como corolario:

Corolario 0.2.1 (Corolario del Teorema de Cauchy). Sea G un grupo finito y p un
numero primo:
G es un p-subgrupo <= In € N: |G| =p"

Demostracion. Lo probaremos por doble implicacién:

<) Si |G| = p" para cierto n € N, entonces tendremos que O(z)|p" para todo
x € G, de donde O(z) = p* para cierto k € N, luego G es un p-subgrupo por
definicién.

—) Suponemos que ¢ es un primo que divide al orden de |G| (por el Teorema
Fundamental de la Aritmética, todo nimero entero mayor que 1, en este caso,
|G| > 1, tiene al menos un factor primo). Por el Teorema de Cauchy (Teorema
0.2), debe existir x € G de forma que O(z) = ¢. En tal caso, como G es un
p-grupo (por hipdtesis), ¢ = p” para cierto r € N, de donde (dado que q y p
son primos), r = 1y ¢ = p. De esta manera, el tinico primo que divide a |G|
es p, por lo que serd |G| = p" para algin n € N, como queriamos probar.

]
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